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Abstract
In this paper, a special attention was focused on tyre proprieties in area of its small tread deformation. 

There was described a relationship between tyre longitudinal elasticity characteristics and function FX(s). There 
was planned and realized laboratory research of few car tyres. Basing on research results, there was determined 
equation of regress, which enables estimation of tyres longitudinal slip stiffness. The main attention is directed 
in the paper on description phenomena occurring in zone of the point of junction of the tyre with ground and on 
possibilities value designation of coefficients of models of tyres. Simulation researches of movement dynamics of 
the vehicle were put-upon in the example of the modelling. The phenomena modelling in the area of tyre contact 
with ground and characterizations of the perimetrical tyre elasticity are presented in the paper. Carried out own 
researches dealt five objects. Research took over appointment of the perimetric elasticity characteristics of tyres 
and lengths of the tyre trace 

Performed analysis and conducted experiment let on formulation of dependence between static laboratory- 
research performance and results of dynamic research of the coefficient of the slide tyre longitudinal rigidity. 
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ANALIZA MO LIWO CI OSZACOWANIA
WZD U NEJ SZTYWNO CI PO LIZGOWEJ OPON

NA PODSTAWIE STATYCZNYCH BADA  LABORATORYJNYCH 

Streszczenie

W pracy szczególn  uwag  skupiono na w a ciwo ciach opony w obszarze jej ma ych odkszta ce  bie nika.
Zaproponowano zale no  wi c  charakterystyk  obwodow  i charakterystyk  opony opisanej funkcj  FX(s). 
Zaplanowano i przeprowadzono badania laboratoryjne opon samochodów osobowych. Wyniki bada  pos u y y
do wyznaczenia równania regresji pozwalaj cego na zadowalaj co wiarygodne oszacowanie wzd u nej 
sztywno ci po lizgowej opon. G ówna uwaga skupiona zosta a w artykule na opisie zjawisk zachodz cych w 
strefie styku opony z pod o em oraz na mo liwo ciach okre lenia warto ci wspó czynników modeli opon. 
Badaniach symulacyjne dynamiki ruchu pojazdu zosta y wykorzystane w przyk adzie modelowania. 
Modelowanie zjawisk w obszarze styku opony z pod o em oraz charakterystyki spr ysto ci obwodowej opony s
prezentowane w artykule. Przeprowadzone badania w asne dotyczy y pi ciu obiektów. Badania obj y
wyznaczenie charakterystyk spr ysto ci obwodowej opon i d ugo ci ladu opony.  

Wykonana analiza i przeprowadzony eksperyment pozwoli y na sformu owanie zale no ci pomi dzy
wynikami statycznych bada  laboratoryjnych i rezultatami bada  dynamicznych wspó czynnika wzd u nej 
sztywno ci po lizgowej opony

S owa kluczowe: opona pneumatyczna, bie nik opony, charakterystyka spr ysto ci wzd u nej opony, wzd u na 
sztywno  po lizgowa 
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1. Wst p
Obci enie opony momentem hamowania lub momentem nap dowym powoduje 

powstanie si y wzd u nej w obszarze styku ko a z pod o em. W literaturze si a ta 
przestawiana jest zwykle w funkcji po lizgu s (rys.1). Na przebiegu linii tej charakterystyki 
przy ma ych warto ciach po lizgu przyrost warto ci si y jest liniowy, przy warto ci po lizgu 
oko o s=0.2 si a wzd u na osi ga warto  maksymaln , a nast pnie warto ci si y zmniejszaj
si  przy dalszym zwi kszaniu warto ci po lizgu. Przebieg zjawisk pokazany na rysunku 1 
opisuje model Fiala-Sakai [4], który wyja nia je wyst powaniem w strefie wspó pracy
bie nika z pod o em dwóch obszarów. W pierwszym z nich wyst py bie nika podlegaj
odkszta ceniu bez przesuni cia wzgl dem pod o a (po lizg odkszta ceniowy, zjawisko 
adhezji), w drugim przesuwaj  si  wzgl dem pod o a (po lizg rzeczywisty).

W pracy g ówn  uwag  skupiono na opisie zjawisk zachodz cych w strefie styku opony 
z pod o em oraz mo liwo ciach okre lenia warto ci wspó czynników modeli opon 
wykorzystywanych na przyk ad w badaniach symulacyjnych dynamiki ruchu pojazdu. 
Autorzy w pracy podj li równie  prób  odnalezienia relacji pomi dzy wybranymi rezultatami 
bada  dynamicznych i statycznych ogumienia samochodów osobowych. 

Rys. 1. Si a wzd u na w funkcji po lizgu [1] 
Fig. 1. Change of longitudinal force due to slip rate s [1]

2. Modelowanie zjawisk w obszarze styku opony z pod o em
Jedn  z pierwszych teorii powsta ych dla wyja nienia zjawisk zachodz cych w obszarze 

styku bie nika z pod o em sformu owa  Julien [7]. Zgodnie z ni , przy obci eniu opony 
momentem zewn trznym jej bie nik podlega odkszta ceniu wzd u nemu. Warto  tego 
odkszta cenia zmienia si  na d ugo ci ladu i w obszarze spr ystym mo na j  wyrazi
zale no ci :

'0 exee , (1)
gdzie: e   - to odkszta cenie bie nika opony na pocz tku ladu,0

 e’  - stanowi wspó czynnik przyrostu odkszta cenia liniowego na d ugo ci ladu styku, 
 x  - jest wspó rz dn  punktu le cego na d ugo ci ladu styku (mierzon  od jego 

pocz tku).
Je eli za o ymy, e wp yw odkszta cenia bie nika na pocz tku ladu jest niewielki, 

a wspó czynnik e’ jest miar  po lizgu wzd u nego s to mo emy zapisa :
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sxcexc
dt

dF
CXCX

X ' . (2) 

W zale no ci tej wielko cCX wyra a sztywno  wzd u n  bie nika. Sumuj c
oddzia ywania na ca ej d ugo ci ladu otrzymujemy warto  si y wzd u nej dzia aj cej
w obszarze styku bie nika z pod o em: 

. (3) sCsacdtsxcF XCX

a

a
CXX

22

CWprowadzona w zale no ci (3) wielko X nazywana jest wzd u n  sztywno ci  po lizgow
opony i wyra a tangens k ta (rys.2) nachylenia linii charakterystyki F sX( ):

0

22
s

X
XCX s

F
tgCac . (4) 

Analogiczna posta  analityczna wyra enia opisuj cego wzd u n  sztywno ci  po lizgow
opony CX jest osi gana w rozwa aniach prowadzonych przy u yciu modelu szczotkowego  
[5,8,9]. Wielko  ta jest bardzo istotna poniewa  wykorzystuje si  j  w wielu 
funkcjonuj cych obecnie modelach opisu zachowania opony. Przyk adem mo e by  model 
Dugoffa, który umo liwia wyznaczenie warto ci si  stycznych przenoszonych przez ko o
w ró nych stanach po lizgu wzd u nego i bocznego. Model ten dla czystego hamowania (lub 
nap dzania) opisany jest przy pomocy nast puj cych zale no ci [2]: 

x

xX
X s

sCF
1

5.0wsdla , (5a) 

24
14

1 w

w

x

xX
X s

s
s
sC

F dla , (5b) 5.0ws

gdzie oznaczono: 

)1( xz

xx
w sF

sCs svk10 xsxs svv, ,        ,

F - obci enie normalne ko a,z
sx  - po lizg wzd u ny ko a, 
vsx  - pr dko rodka ko a wzgl dem pod o a,
v   - pr dko  po lizgu ko a, s

  - wspó czynnik przyczepno ci przylgowej wycinka elementarnego gumy bie nika do 
pod o a,

 0

k - wspó czynnik wp ywu pr dko ci po lizgu na przyczepno  gumy bie nika do 
pod o a.

Kolejnym rozwi zaniem, w którym mo na odnale  wspó czynnik wzd u nej sztywno ci 
po lizgowej opony Cx jest model Pacejki. W modelu tym zapis matematyczny podstawowej 
charakterystyki ko a ogumionego (tzw. funkcji Pacejki F s( )) jest nast puj cy:

))arctan((arctansin)( sBsBEsBCDsF . (6) 
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W tak uj tej formule argumentem funkcji jest zmienna s, któr  w przypadku hamowania 
lub nap dzania stanowi po lizg wzd u ny ko a. Mimo braku podstaw fizycznych formu y,
iloczyn wspó czynników BCD (rys.2) jest interpretowany w niej jako wspó czynnik
sztywno ci po lizgowej opony (analogicznie do wspó czynnika CX w modelu Dugoffa). 

3. Charakterystyka spr ysto ci obwodowej opony 
W badaniach prowadzonych dotychczas w Laboratorium Pojazdów Mechanicznych 

Instytutu Pojazdów Mechanicznych i Transportu do opisu w a ciwo ci opon w kierunku 
wzd u nym wykorzystywano charakterystyk  spr ysto ci obwodowej opony. 
Charakterystyka ta przedstawia zale no  wzd u nej reakcji stycznej XK od stycznego 
przesuni cia osi ko a lX (rys.3). Pod dzia aniem si  stycznych obwodowych, które wyst puj
w obszarze styku ko a z drog  (nap dzanie, hamowanie), nast puje obwodowe odkszta cenie
pow oki opony. Widoczne ograniczenie warto ci si y wzd u nej jest rezultatem odkszta ce
spr ystych pow oki i wyst puj cego w strefie styku ko a z pod o em po lizgu
odkszta ceniowego i rzeczywistego. Na podstawie przebiegu pocz tkowego fragmentu 
charakterystyki obwodowej, uwarunkowanego przede wszystkim spr ystym odkszta ceniem 
pow oki, wyznaczane s  warto ci sztywno ci obwodowej zgodnie z zale no ci :

Rys.2. Interpretacja geometryczna wspó czynnika wzd u nej sztywno ci po lizgowej opony CX
Fig.2. Geometrical interpretation of longitudinal slip stiffness CX

[N/m]
X

K
O l

Xc , (7) 

gdzie: X  - przyrost warto ci stycznej reakcji wzd u nej,K

lX - przyrost odkszta cenia obwodowego pow oki opony (sposób okre lenia warto ci
X l i K X pokazuje rysunek 3). 

Charakterystyka ta niestety jest ma o przydatna do prowadzenia rozwa a  dotycz cych
dynamiki ruchu pojazdu, na przyk ad w aspekcie jego bezpiecze stwa czy rekonstrukcji 
zdarze  drogowych. Posiadana baza laboratoryjna b dzie obecnie modernizowana, w ten 
sposób, e mo liwym stanie si  pozyskiwanie przebiegu si y wzd u nej w funkcji po lizgu.
Pozostaje jednak problem czy istnieje mo liwo  oszacowania wspó czynnika sztywno ci
po lizgowej opony C  na podstawie charakterystyki spr ysto ci obwodowej opony, X
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a w szczególno ci warto ci sztywno ci obwodowej. Znalezienie takiego przekszta cenia
pozwoli oby na wykorzystanie w obliczeniach symulacyjnych bogatej bazy wyników bada
wielu konstrukcji opon (nawet tych, na których nie jest mo liwe dokonanie bada
uzupe niaj cych). Z tego wzgl du w dalszej cz ci pracy skupiono si  na poszukiwaniach 
zale no ci wi cych ze sob  warto ci po lizgu lub wspó czynnika sztywno ci po lizgowej
opony CX z odkszta ceniem opony, warto ciami wspó czynnika sztywno ci, a wi c
wielko ciami mierzonymi przy u yciu charakterystyki spr ysto ci obwodowej opony. 

Rys.3. Charakterystyka obwodowej spr ysto ci opony 
Fig.3. Characteristic of tire longitudinal elasticity  

Dokonuj c przegl du literatury zwrócono uwag  na pó empiryczny model kinematyczny 
przedstawionym w [1], w którym za o ono, e si a F w obszarze styku ko a z pod o em jest 
zale na od odkszta cenia opony (reprezentowanego przez znormalizowany po lizg wzd u ny
s ) i jej sztywno ci c, co zapisano jako: Z

. (8)ZZ scshF )(

Podobny sposób post powania wykorzystano w modelu Dahl’a, który zosta
sformu owany do opisu zjawisk w uk adach pracuj cych w obecno ci tarcia. W modelu tym 
wykorzystano przesuni cie wzgl dne stykaj cych si  ze sob  elementów xposl i ich pr dko
wzgl dn vposl , a tak e si  tarcia F i maksymaln  si  tarcia FC (wyznaczon  zgodnie z 
klasycznym prawem Coulomba) i zapisano go w nast puj cej postaci:

)sgn(1 posl
C

D
posl

v
F
Fc

dx
dF . (9)
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cW zale no ci tej pojawia si  wspó czynnik sztywno ci D i parametr  decyduj cy
o sposobie przebiegu (kszta cie) linii charakterystyki modelu. Istot  tego rozwi zania jest to, 
e si a tarcia stanowi jedynie funkcj  przemieszczenia wzgl dnego i zwrotu pr dko ci

wzgl dnej vposl. Przy dalszych przekszta ceniach prowadzonych w dziedzinie czasu, dla 
warunków quasistatycznych i =1 otrzymuje si  zale no

DD scF , (10) 

której posta  jest podobna do wykorzystywanej w modelu kinematycznym, z t  ró nic , e
wielko sD reprezentuje aktualne przesuni cie wzgl dne (w modelu kinematycznym 
wielko s  jest znormalizowanym przesuni ciem wzgl dnym).Z

W modelu opisanym w [9] uwzgl dniono w a ciwo ci elastyczne opony oraz d ugo
relaksacji jej pow oki. Na rysunku 4 przedstawiaj cym schematycznie omawiany model 
oznaczono:

V   - pr dko  post pow  ko a,sx

V   - pr dko  po lizgu bie nika,c,sx

cb   - sztywno  k tow  boku opony (odkszta cenie k towe),
cb  - sztywno  boku opony (odkszta cenie liniowe),

cCX  - sztywno  bie nika w kierunku obwodowym (obwodowe odkszta cenie bie nika),
po lizg bie nika wynikaj cy z warto ci wspó czynnika wzd u nej po lizgowej sztywno ci
opony CX i pr dko  ko a Vcr (obliczanej jako iloczyn pr dko ci obrotowej ko a oraz 
promienia tocznego rT),

  - d ugo  relaksacji bie nika,rel,c

  - d ugo  relaksacji ca ej opony. rel
Do wyznaczenia d ugo ci relaksacji opony, wykorzystano nast puj c  zale no :

b

D

bCX
Xrel c

r
cc

C
211  (11)

Zapisano równie , e w przypadku gdy na ca ym obszarze styku opony z pod o em 
wyst puje jedynie po lizg odkszta ceniowy d ugo  relaksacji bie nika wynosi rel,c i jest 
równa po owie d ugo ci ladu opony a.

Wobec powy szego autorzy sformu owali za o enie, e powinna istnie  proporcja 
pomi dzy d ugo ci ladu opony a, sztywno ci  obwodow  opony cO i wspó czynnikiem
wzd u nej sztywno ci po lizgowej opony CX : 

       (12) OX caC

Tak postawione za o enie sprawdzono w przedstawionych poni ej badaniach w asnych.

4. Badania w asne
Do bada  wybrano 5 obiektów kieruj c si  ogólnymi kryteriami, które sformu owano

w sposób nast puj cy:
wybrane ogumienie ma stanowi  prób  reprezentatywn  dla odzwierciedlenia tendencji 
w rozwoju konstrukcji opon samochodowych; 
opony nale  do popularnej, cz sto eksploatowanej grupy rozmiarowej ogumienia. 

.
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W rezultacie do bada  stanowiskowych wybrano pi  typów ogumienia, którego ogóln
charakterystyk  zamieszczono w tabeli 1.  

Rys. 4. Modelowanie wspó pracy opony z pod o em z wykorzystaniem zjawiska po lizgu [5] 
Fig. 4. Modeling of tyre/road interaction with slip phenomenon [5] 

Tab.1. Ogólna charakterystyka badanych opon 
Tab. 1. General profile of test tyres 

Budowa wewn trzna

Osnowa Opasanie 
Nominalne 
ci nienie

powietrza

Obci enie 
nominalne, 

daN

LI / 
klasa

pr dko cipK,
kPaOpona Liczba

warstw 
Liczba
warstw Materia Materia

TC D bica
165R13 Tersus 475 250 82 / T poliester 1 stal 2

GoodYear
165/80R13 Club 487 300 83 / T poliester 1 stal 2

Uniroyal
175/70R14 
Rallye 440

stal
poliamid 

2
1500 300 84 / H poliester 1

Stomil Olsztyn
185/70R14 

Kormoran2000 

stal
poliamid 

2
1560 300 88 / H wiskoza 1

Barum
185/70R14 

Brawura

stal
poliamid 

2
2560 350 88 / H poliester 1

Badania obj y wyznaczenie charakterystyk spr ysto ci obwodowej opon i d ugo ci
ladu opony w nast puj cych warunkach: 

ci nienie powietrza w oponie: pK = 200 kPa, 
obci enie normalne ko a: ZK = 300 daN. 
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Warunki bada  dobrano odpowiednio do mo liwo ci przyczepy dynamometrycznej  
SRT-3 [6], poniewa  w dalszych obliczeniach i oszacowaniach wykorzystano wcze niej 
dokonane tym urz dzeniem pomiary charakterystyk FX(s) (pomiary na ró nych
nawierzchniach dróg przy ró nych pr dko ciach jazdy). Z charakterystyk tych wyznaczono 
warto ci wspó czynnika wzd u nej sztywno ci po lizgowej badanych opon CX. Wyniki 
pomiarów i oblicze  zestawiono w tabeli 2.

Tab.2. Zestawienie wyników pomiarów 
Tab.2. List of research results 

Sztywno
obwodowa

N/m

D ugo
ladu 2a,

m

Wspó czynnik wzd u nej 
sztywno ci po lizgowej COpona X , 

N

TC D bica 165R13 Tersus 110000 0.159 115650 

GoodYear 120100 0.164 120120 165/80R13 Club

Uniroyal 92000 0.147 128160 175/70R14 Rallye 440

Stomil Olsztyn 185/70R14 Kormoran 2000 132000 0.134 118500 

Barum 93000 0.138 146700 185/70R14 Bravura

W kolejnym kroku sprawdzono proporcj  zaproponowan  w zale no ci (12). Rezultat 
dokonanych oblicze  przedstawiono na rysunku 5, na którym umieszczono równie  lini
obrazuj c  wyznaczone równanie regresji liniowej:  

202458-9.7914 OX caC .               (13)

Na rysunku tym wyra nie zaznacza si  tendencja do zmniejszania warto ci wspó czynnika 
wzd u nej sztywno ci po lizgowej opony CX. przy zwi kszaniu warto ci sztywno ci
obwodowej badanych opon. Widoczne s  równie  rozbie no ci (od linii trendu), które 
prawdopodobnie wynikaj  z przyj tych uproszcze  dotycz cych m.in. okre lenia d ugo ci
relaksacji opony. 

5. Podsumowanie 

W pracy dokonano przegl du zale no ci opisuj cych w a ciwo ci opony w obszarze jej 
odkszta ce  spr ystych (po lizg odkszta ceniowy). Dokonana analiza i przeprowadzony 
eksperyment pozwoli  na sformu owanie zale no  pomi dzy wynikami statycznych bada
laboratoryjnych i rezultatami bada  dynamicznych wspó czynnika wzd u nej sztywno ci
po lizgowej opony CX. Osi gni te efekty pozwalaj  przypuszcza , e dalsze prace 
zmierzaj ce do identyfikacji elementów sk adowych, wp ywaj cych na przyk ad na d ugo
relaksacji opony, mog  w przysz o ci skutkowa  uzyskaniem sprawnego algorytmu 
pozyskania wiarygodnych warto ci wspó czynnika wzd u nej sztywno ci po lizgowej.
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